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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время актуальными задачами со�
вершенствования технологии выращивания про�
филированных кристаллов сапфира являются
расширение диапазона получаемых поперечных
размеров кристаллов (как в сторону увеличения,
так и в сторону уменьшения) и повышение каче�
ства получаемых монокристаллов (например, для
оптических приложений). 

В настоящей работе проведено численное ис�
следование поведения профильных кривых ме�
нисков расплава при выращивании сапфировых
труб различного диаметра. Знание характеристик
профильных кривых менисков требуется для их
дальнейшего использования в автоматизирован�
ных системах управления процессами выращива�
ния с использованием датчика веса. 

Известно немалое число работ [1–7], посвя�
щенных изучению влияния формы менисков на
процессы кристаллизации. В данной работе ис�
следованы мениски с положительным углом θd

наклона касательной к профильной кривой. Рас�
смотрено правое сечение вертикального сечения
кристаллического стержня и образованного им
мениска. При этом угол θd определяется как угол
между касательной к профильной кривой менис�
ка и горизонталью в точке контакта мениска с
краем формообразователя. Такие углы возможны
для случая скошенных рабочих поверхностей
формообразователя, которые используются для
управления формой фронта кристаллизации с це�
лью оптимизации распределения дефектов в рас�
тущем кристалле и его блочной структуры [8].
Определен минимальный угол скоса рабочей по�
верхности формообразователя, при котором мо�
жет образоваться мениск с положительным углом
θd. Изучение профильных кривых менисков с по�

ложительным углом θd является новым исследо�
ванием по сравнению с известными работами. 

Изучение профильных кривых менисков рас�
плава проведено на основе численного решения
капиллярного уравнения Лапласа [9] с различны�
ми параметрами и краевыми условиями, соответ�
ствующими условию зацепления мениска за край
формообразователя: 

z''r + z'(1 + z'2) ± 2(Hd – z)(1 + z'2)3/2r = 0, (1)

где z – текущая высота мениска, r – текущий ра�
диус мениска, Hd – внешнее давление, обуслов�
ленное разницей уровней расплава в тигле и ос�
нования мениска. В рассматриваемых процессах
выращивания сапфира способом Степанова
обычно поверхность расплава в тигле находится
ниже основания мениска, т.e. Hd < 0, поэтому в
данной работе рассматриваются значения внеш�
него давления, меньше нуля или близкие к нулю
(Hd ≤ 0). Уравнение (1) записано в безразмерном
виде с нормировкой на капиллярную постоян�
ную. Далее все величины, получаемые при реше�
нии этого уравнения, также находятся в безраз�
мерном виде с нормировкой на капиллярную по�
стоянную. 

Краевые условия для уравнения (1) могут быть
определены различными образами. В представ�
ленных расчетах в основном используем следую�
щие краевые условия: 

z(Rd) = 0, – (rc) = π/2 – ε, (2)

где rc – радиус кристалла, Rd – радиус рабочей по�
верхности формообразователя, ε – угол роста, ко�
торый для сапфира составляет приблизительно
13° [5, 10]. 

Таким образом, на рабочей поверхности фор�
мообразователя задается нулевая высота менис�
ка, а на конце мениска, контактирующем с краем
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кристалла, задается условие, связанное с посто�
янством угла роста. 

Численные значения для краевых условий при
решении уравнения Лапласа, а именно: радиусы
кристалла и формообразователя, внешнее давле�
ние, угол роста – брались близкими к реальным
на основе экспериментальных данных процессов
выращивания профилированных кристаллов. 

Были проанализированы следующие четыре
фактора: исследование зависимости профильных
кривых менисков от радиуса кристалла, от внеш�
него давления, от угла θd контакта мениска с кра�
ем формообразователя, от радиусов кристалла и
формообразователя с постоянным зазором между
ними. 

Исследование профильных кривых менисков
в зависимости от угла θd и от радиусов кристалла
и формообразователя с постоянным зазором
между ними осуществляется впервые. 

ВНЕШНИЕ КРУГОВЫЕ МЕНИСКИ

Исследование зависимости профильных 
кривых менисков от радиуса кристалла

На рис. 1а изображены типичные профиль�
ные кривые внешних круговых менисков, рас�
считанные для различных значений внешнего
радиуса кристаллической трубы и положительно�
го угла θd. 

Результаты расчетов свидетельствуют, что если
варьировать угол θd приблизительно от –π/2 до
+π/2, то выполнению краевых условий (2) соот�
ветствуют два решения уравнения Лапласа (1):
одно – в области отрицательных углов θd, другое –
в области положительных углов. 

Какой из этих вариантов будет реализован в
действительности, зависит от типа формообразо�
вателя: в случае горизонтальных рабочих кромок
угол θd будет иметь отрицательное значение, в
случае достаточно сильного наклона кромок –
более вероятно образование менисков с положи�
тельными значениями угла θd. 

Исследование зависимости 
профильных кривых менисков от внешнего давления

Из рис. 1б видно, что с ростом внешнего давле�
ния от Hd = –8 до Hd = –2 высота профильных
кривых менисков растет, а кривизна уменьшает�
ся. Это связано с тем, что с уменьшением абсо�
лютной величины внешнего давления уменьша�
ется и величина давления кривой поверхности
расплава, которое уравновешивает внешнее. В
связи с этим сила, прижимающая мениск к рабо�
чей поверхности формообразователя, уменьша�
ется. 

Высота профильных кривых менисков растет
тем быстрее, чем ближе абсолютная величина
внешнего давления к нулю. 

Исследование зависимости
профильных кривых менисков от угла θd контакта 

мениска с краем формообразователя

Оценка диапазона изменения угла θd необхо�
дима для расчета программной массы растущего
кристалла, который производится при автомати�
зированном управлении процессом роста с ис�
пользованием датчика веса. 

Для фиксированных радиусов кристалла и ра�
бочих кромок формообразователя проводили
расчеты профильных кривых при различных уг�
лах θd. Согласование профильной кривой менис�
ка с условием постоянства угла роста вблизи края
кристалла не требовалось. Результаты расчета
представлены на рис. 2а, б. 

Данные, использованные при построении
рис. 2б, позволяют определить диапазон реаль�
ных углов θd. Действительно, если иметь в виду,
что угол роста для различных материалов нахо�
дится в диапазоне от 0° до 20°, что соответствует
изменению углов θс от –90° до –70°, то, как видно
из рис. 2б, этому диапазону изменения углов θс

(для заданных параметров моделирования) соот�

0.07

0.95 0.97 0.99
r

Z

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0
−0.01

1.01

rc = 0.995

rc = 0.985

rc = 0.975

rc = 0.965

rc = 0.955

0.07

0.97 0.98
r

Z

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

−0.01

1.00

−2

0.99

−4

−6

−8

Hd

б

а

Рис. 1. Профильные кривые внешних круговых ме�
нисков: а – при изменении радиуса кристалла, б –
при изменении внешнего давления. 
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РОССОЛЕНКО и др.

ветствуют следующие приблизительные области
изменения углов θd: от –50° до –45° в случае отри�
цательных углов и от 45° до 50° в случае положи�
тельных углов θd. 

По известному диапазону значений угла θd по
графику, представленному на рис. 2а, находится
диапазон значений высоты мениска hm. Значения
угла θd и высоты hm мениска используются в про�
граммном уравнении наблюдения автоматизиро�

ванной системы управления выращиванием кри�
сталлов. 

Кроме того, для расчета программной массы
необходимо знать знак угла θd. Как уже упомина�
лось ранее, на обычных (нескошенных) формо�
образователях этот угол отрицательный, в то вре�
мя как на скошенном формообразователе более
вероятно образование мениска с положительным
углом, при условии, что рабочая поверхность
формообразователя скошена под углом, превы�
шающим абсолютную величину угла θd.

Исследование зависимости 
профильных кривых менисков от радиусов 

кристалла и формообразователя с постоянным 
зазором между ними

Проведены расчеты при одновременном изме�
нении радиуса rc кристалла и радиуса Rd рабочих
кромок формообразователя. 

Как показано на рис. 2в, основное изменение
высоты мениска происходит при изменении ра�
диуса кристалла (и соответственно радиуса фор�
мообразователя) в пределах одной капиллярной
постоянной. При дальнейшем увеличении радиу�
сов кристалла и формообразователя высота ме�
ниска почти не меняется. 

Угол θd так же, как и высота мениска, меняется
значительно при изменении радиуса кристалла (и
соответственно радиуса формообразователя) в
пределах одной капиллярной постоянной. Абсо�
лютная величина угла θd растет с увеличением ра�
диусов кристалла и формообразователя. Это свя�
зано с увеличением высоты мениска, что требует
более “резкого” подъема профильной кривой
вблизи рабочих кромок формообразователя и со�
ответственно большей абсолютной величины
этого угла. 

Из приведенной на рис. 2в кривой, хорошо
видна разница в поведении менисков между слу�
чаями “больших” и “малых” радиусов кристалла.
При «переходе» радиуса через величину, пример�
но равную капиллярной постоянной, кардиналь�
ным образом меняется характер зависимостей
высоты мениска и угла при формообразователе. 

ВНУТРЕННИЕ КРУГОВЫЕ 
МЕНИСКИ

Анализ поведения внутренних круговых ме�
нисков осуществлялся для случаев, аналогичных
исследованиям внешних круговых менисков. 

Профильные кривые, рассчитанные для внут�
ренних менисков, в общем�то похожи на кривые,
показанные на рис. 1, относящиеся к внешним
круговым менискам. Небольшие различия связа�
ны с тем, что азимутальная кривизна (второй
член уравнения (1)), входящая в анализируемое
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Рис. 2. Зависимость высоты hm мениска (а) и угла θс
мениска в тройной точке (б) от угла θd контакта ме�
ниска с краем формообразователя, зависимость вы�
соты мениска от радиуса кристалла при неизменной
разности радиусов формообразователя и кристалла,
для случая внешних круговых менисков (в). 
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уравнение Лапласа, для внутреннего мениска
имеет положительный знак, в то время как для
внешнего мениска знак этой кривизны отрица�
тельный. Из�за этого для одних и тех же значений
радиусов профильные кривые внутренних менис�
ков идут чуть выше профильных кривых внешних
менисков при одинаковых остальных параметрах
моделирования. 

Для фиксированных радиусов кристалла и
формообразователя и внешнего давления прово�
дились также расчеты при различных углах θd –
без согласования с условием постоянства угла ро�
ста вблизи края кристалла. Зависимости основ�
ных характеристик менисков также похожи на со�
ответствующие зависимости, показанные на
рис. 2а, б для случая внешних круговых менисков. 

Для внутренних круговых менисков также
проводили расчеты при одновременном измене�
нии радиуса rc кристалла и радиуса Rd рабочих
кромок формообразователя (при постоянной раз�
нице между этими радиусами). 

Зависимость высоты внутренних менисков
носит слабо убывающий характер, тогда как вы�
сота внешних менисков возрастает. 

Это объясняется тем, что азимутальная кри�
визна в рассматриваемых случаях имеет разные
знаки. При малых внутренних менисках эта кри�
визна достаточно велика и ее положительная до�
бавка к высоте мениска существенна. Затем, по
мере увеличения радиусов кристалла и формооб�
разователя, влияние азимутальной кривизны па�
дает, вследствие чего высота внутренних менис�
ков уменьшается. 

Основное изменение угла θd, как и высоты
внутренних менисков, приходится в основном на
изменение радиусов кристалла и формообразова�
теля в пределах одной капиллярной постоянной.
Изменение угла θd для внутренних менисков не�
значительно по сравнению с аналогичными угла�
ми для внешних менисков. При этом абсолютная
величина угла немного уменьшается, в то время
как для внешних менисков она возрастает. 

ВЫВОДЫ

На основе численного решения капиллярного
уравнения Лапласа был проведен анализ формы
профильных кривых и их характеристик при по�
ложительном знаке угла θd, характерных для слу�
чая скошенных рабочих поверхностей формооб�
разователей. 

Обнаружено существование двух решений
уравнения Лапласа для случая стационарного ро�
ста – с положительным и отрицательным значе�
ниями угла θd контакта мениска с формообразо�
вателем. 

Выявлены различия в высотах внешних и
внутренних менисков трубы при прочих равных

условиях. Это объясняется тем, что для внешнего
и внутреннего менисков азимутальная кривизна
имеет разные знаки и соответственно по�разному
влияет на высоту мениска в том или ином случае. 

Установлены прямо противоположные пове�
дения высот внешних и внутренних менисков в
зависимости от одновременного изменения ради�
усов кристалла и формообразователя с постоян�
ным зазором между ними. Главным образом это
также объясняется разным знаком азимутальной
кривизны внешних и внутренних менисков. 

Получено сходство поведения высоты менис�
ков с различными знаками углов зацепления за
край формообразователя в зависимости от вели�
чины внешнего давления. Эта зависимость носит
нелинейный характер. 

Построены зависимости высоты менисков и
углов профильных кривых вблизи края кристалла
от углов θd, не требующих согласования менисков
вблизи края кристалла с условием постоянства уг�
ла роста. Для рассмотренных параметров модели�
рования процесса выращивания цилиндрической
трубы найден диапазон значений угла θd, соответ�
ствующий реальным условиям формообразова�
ния, в соответствии с которым абсолютная вели�
чина реального угла θd может быть в пределах от
45° до 50°. Значение этого угла необходимо зада�
вать в автоматизированной системе управления
процессом роста кристаллов для определения
программной массы, взвешиваемой датчиком
веса. 

В качестве примера использования расчетов
профильных кривых менисков в автоматизиро�
ванном управлении процессом выращивания
кристаллов с использованием датчика веса мож�
но привести выращивание крупногабаритных
сапфировых труб с внешним диаметром 55 мм
(рис. 3). 

Рис. 3. Сапфировые трубы внешним диаметром
55 мм, выращенные автоматизированным способом
Степанова. 
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